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提 要
本文介绍一种解二维 E ul er 发展方程的 L e ge n dr , Col fo C a tio n 谱方法 , 并引进轻微的超数值
积分技巧 , 证明了这种逼近的稳定性和收敛性 .
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在文 【4 1中 ,
,
. 寸 二 0 的
(寸, 尸)/ 、 形式 :
且1 . 引 言
我们介绍了一种求解二维非粘性不可压发展方程 : 甘之+ 甘· ; 寸+ 二 , 一了,
G al er ki n 谱逼近 . 其主要思想在于分解上述方程进入两个系统 , 也叫做寸‘ + 、 八寸+ 二尸 一 了, 二
一 会, 。 一 cu ri寸 一 粉 一瓮 是旋度 , ‘ 八
. 寸 一 。和 。: + (甘 · 二)。 一 。ur l了这里寸 一 卜‘ tL Z , 。、 1 ), p 是总压力 . 我们证明
[’] : 基于上述两系统的 G al er ki n 谱逼近是收敛的 . 可是一般情况下 G a le r kin 谱方法很
[s] 发展的一种新的
叭了
少被直接应用到实际中 , 原 因是准确积分的计算很费时 . 尽管如此 ,
G a le r kin 方法具有某种实用价值 . 本文将引进一种 L e g e n d r e 一C o llo e a tio n 方法求解 E ul e r
方程 . 这意味着我们将用高精度 的二次式公式 , 即 G a u s 或 G a u s 一L o b at to 公式去逼近
积分 . 在多数情况下 C ol loc at io n 点数 M + 1 被选得等于逼近空间的维数 N + 1 , 而且在
G al er ki n 方法下获得的主要结果 一 包括稳定性和收敛性 一 可以直接推广到 C o lo c at in n
方法下 . 但我们将看到为了获得发展 E ul er 方程数值解的稳定性我们将不得不使用数值超
积分 .
像 [s] 中指出的那样 , 超积分在通常情况下是不需要的 . 但当微分方程出现变系数时
超积分就显得重要 , 因为基于 N 十 1 个 C o Uoc at io n 点的数值积分在这种情况下不够精确 . 我们将看到的是对于 (寸, 尸)/ 山 形式下的发展 E u le r 方程 , 超积分的使用不仅仅是精
度 的要求 , 也是稳定性 的需要 .
记号 几 表示 R Z 中的方形区域 (一 1 , + 1) 2 . 对于任意整数 m 全 0 , 考虑古典的
s o b o le v 空间 H m (几), 赋予通常的范数 1 · {l二 , 。 , 或半范 I· 1。 , 。 , L co (n )表示 。 中的有界函
数空间, 赋予范数 }I· }.。, co , 。 . 对于任意正整数 N , 场 (卿 表示 几 上阶数 三 N 的多项式集
合 . 设 [o , T ! 是 五 上的一个区间 , T > o , 我们用 C o (!o , T」; H , (几))表示 !o , T 」。 H m (。)
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的连续函数空间 , 赋予范数 }}vl co, 、。 = 】lla X
t 〔!o , T }
}}试川}二 , 。 . 本文中 C0 , C , C l , ⋯ 总表示独
立于离散参数 N 和 △t 的正常数 , 但可能依赖于 E ul e r 方程 的准确解 .
互2 . (寸, P) 方 程 的 标 准 e o llo e a t io n 方 法
首先假定旋度 。 给定 , 且 ‘ 〔 L O (卿 . 考虑 E ule r 方程 的时间离散化模型
。寸+ 。 八 甘十 二尸 = 了, 二 . 寸 一 。 在。 . (2. 1)
附加边界条件 寸 · 甘 }。。 一 。, 这里了。 护 (卿 , , 材 是 。。 上的单位外法向量 , 。 是一个
正常数 .
引进空间 x 二 L Z (。)2 , Y = H l (几)/ R . 显然 X , Y 分别赋予范数 !}· }}x 二 }卜}}0, 角
}}
·
!}二 = }
·
}1
. 。 是 H ilb e r t 空间 .
我们在 [e] 中已经证明方程 (2 . 1) 存在唯一解 (口 , 尸 )〔 X x y; 而且若定义
a
(斌“卜 。五“ · “dx +五。 ·寸 · 护血 , V寸, 护 〔 X,
、认的一五认 v 州二 , 讨 〔 X , “ 〔 矶
那么方程 (2 . 1) 所对应的变分问题是 : 求 (甘 , 尸) 。 x x y , 使得
{
a( 甘, 护)+ 试护, 尸)一 几了· 护dx , v护 。 x,
。(寸, 。)一 。, 钩 。 犷 (2
.
2 )
现在用 C ol fo cat io n 谱方法逼近问题 (2 . 2 ). 首先定义速度和压力离散空间
x 、 = 于肠(几)2 , YN = 于场(几)/ R
.
(2
.
3 )
玩厅.然后定义离散问题如下 : 求 (寸N ,场) 。 x N x
{
a 、(寸, , 护、) + 。, (护、 ,场) -
。。(扩、 , 。、 )一 。,
使得
,
, 护、)。 , v护、 。 x N ,
(2
.
4 )
这里 M 是一个大于或等于 N
(
· , ·
)M 定义如下 :
M怀哟M 一 艺
王, j= 0
的整数 , 了N 是逼近了
V q N 〔 1场 .
的一个 N 阶多项式 . a M , bM 和
, (‘严,梦)叻(‘严,梦)二孚, (2 . 5 )
a、(沪 , 劝) = 。(沪 , 劝)。 + (。, A 沪 , 劝)。 , b、(沪 , g ) = (沪 , 甲 g ), .
这里 七严(‘= o , ⋯ , M )表示 M 阶 L e g e n dr e- G a us s 一L o b a tt o 点 , w 严(￡= 0 , ⋯ , M )
(2
.
6 )
为对
应的权 , 二扩= ‘严‘尹, 、N 是 ‘ 的一个逼近函数 , 将在 笋 计算 ·
记 三M 二 {(疙严,梦); ‘, J = 0 , ⋯ , M } , 1. IM 是对应于 (. , .)M 的范数 · 下面有名的等
式及不等式将多次被引用 1 :
竺 r艺 沪畔 ,哟衅 一 jo应 , 丫沪 任乃M一‘风云,J = 0 (2
.
7)
五尸、 : 艺 尸(梦 ,梦)w 孚 V 沪 任 尸M (卿 .诬,j = 0 : 9五、’d一 (2 . 8 )
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定理 2 . 1 对于任意 的 M 全N
, 问题 (2. 4 )存在唯一解 , 而且它的解 寸N 满足估计
。I}寸N !}M 三 }了N !}M .
证 注意到三个范数 }I· }}N 川 · !}M (M 全N ) 和 1卜}!认。
(2
.
9 )
是空间 X N 和 场 上的等价
范数 , 那么这个定理的证明完全与 【6」中在 G al er ki n 情形下的证明类似 , 可以利用标准的
鞍点定理 (参考 【2 , 第 2 章定理 1 . 1] ).定义 叭 一 {护、 。 x 、 ; 。、(护, , 。、) 一 。, v。、 。场 } . 用 丑、 表示 石, (几)到 听
的正交投影算子 , 用 助 表示 c “(豆)到 尸N (卿 的基于点集 三N 的 L ag ra n ge 插值算子 , 下
面的引理可以利用 (2 . 7卜(2 . 5) 和 {1 中的一些标准算子估计加以证明 ·
引理 2 . 1 、二 全 2 , 寸 。 万一(几), , 尸 。 万 , (几), 成立
11寸 一 几N 寸一I、 : e N一 21寸11饥 , 。 , (2 . 10 )
.1甲(p 一 坛 p )}}、 三 C N , 一 m !}p 11。 ,。 . (2 · 1 1 )
下面的定理给出了标准 C ol loc at io n 方法 (即 M = N )产生的误差估计 ·
定理 2. 2 假定问题 (2 . 1) 的解 寸 。 H 一价 ), , 尸 。 H ? 十‘(几), 设 M 一 N , 那么离散
问题 (z. 4 ) 的解 寸N 满足下面的误差估计
。
Ils 、寸 一 寸、 1、 : c l‘ 一 。、 1、 + c N一 !}寸1一 ,。 + c N 一lr l一+ 1 , 。 十 }}了一了、lx .
(2
.
1 2 )
证 显然连续解 (寸, 尸)满足 : 对于 v护N : x 扒
。(尺、寸, 护, )、 + (‘ 八 几、寸, 护, ), + (, (肠尸), 护、)、
一 。(丑、寸一 寸, 护、 )N + (。 八 (几N 寸一 寸), 护, ),
+ (二(, N 二 一 尸), 护、 )、 + (了, 护、 )N . (2 . 13 )
(z. 4 )式减 (2 . 13 )式 , 并用 护N 一 R N寸一 寸N 代入得
。 12丑N 寸一 寸、 11介+ ((。 一 、、 )。 尺N 寸, 丑N寸 一寸、 )、
+ (山N 八 (几、寸 一 寸、 ), 几N 寸一 寸、)N + (甲(场尸 一场 ), 丑N 寸一 寸、 )、
一 (公 八 (甘 一 五、寸), 几, 甘一 寸、 )N + (v (场尸 一 尸), 丑、寸一 寸、 )、
+ 。(二N寸 一 寸, * 、寸一 寸、 )、 + (了一了、 , * 、寸一 寸, )、 . (2 . 1 4 )
注意到左边的第三项和第四项为零 , 那么有
。 11丑、寸 一寸、 11、
引一五、寸110 , _ , 。11。 一 。、 *!、 + I一。l一。 , o , 。 11寸 一 丑、寸llN
+ 11甲(p 一 肠 p )一IN + 。一R , 寸一 寸一!、 + 11了一了N r一、
: e 11。 一 。N !I、 + e 一寸 一 * 、寸l一、 + 一}二(尸 一 肠尸)lr、 + 一l了一了、 11、
这里常数 c 依赖于 IR N寸!}。,co , 。 和 1。}}。, o, 。 . 再利用引理 2 . 1 , 定理得证 .
53
. 。 方 程 的 超 积 分 方 法
考虑旋度 。 方程
。。 + (寸 · v )。 一 。, 在几 (3 . 1 )
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这里 寸和 g 给定 . 扩满足条件 : v · 甘 一 。, 寸 · 甘Ia。 一 。
考虑下面的 C ol loc at io n 离散问题 : 求 。N 〔 于加(卿 , 使得对于任意 z N 〔 于场(卿 ,
。(山、 , 二、 )。 + ((寸、 · v )。、 , : 、 )、 一 (。、 , : 、 )。 , (3 . 2)
这里 寸N 由 卯 计算得到 , g N 是 。 的一个逼近函数 .
定理 3. 1 假设 。 任 H m +1 (卿 , 。N 是离散问题 (s. 2 )的解 , 则有
(。 一 e N ‘一!助寸一 寸、一I、 一 。、)一场。 一 。、一,
三 e l{甘 一 甘、 }I、 + 11, 一 , 、 l}。 + e 万一 110 11。 + 1 , n , (3 . 3 )
这里 c 依赖于 寸和 。 , 但独立于 N 和 M , , N 满足
。, : e万 , l}甘 一助寸11。 , _ , 。 + e 万 , 一寸一 几(二一N )寸11。, co , 。 . (3 . 4 )
证 函数 肠。 满足 : : N 任 f 场(卿
。(坛。 , : 、 )。 + (甘 · v肠。 , 二N )。
一 。(助。 一 。 , : , )。 一 (寸 . v (。 一场山), : N )。 + (。, : , )、 , v z 二 。马(。).
(3
.
5 )
记 。、 = IN ‘ 一 。、 , (3 . 5 )式减 (3 . 2 )式得 , 对于 V z 、 任 于公(n ),
。 (: 、 , 二、)。 + (甘、 . , : 、 , : , )、 + ((寸一 寸、) . 甲场。 , : 、 )。
一 。(肠。 一 。 , : , )、 一 (寸 . v (、 一肠。), : 、), + (, 一 , , , : 、 )、 . (3 . 6 )
取 : N = : N , 并注意到 (利用 【1 中标准的逆不等式)
(场寸 . 甲。、 , 。、)、
一 (场寸 · 甲、、 , 。、 )。 一 (几(。 一、)甘 · v 。、 , ‘、 )。 + (几(。一、)寸 · v 。、 , 。、 )。
一 ((、寸一 : (M一)寸) · 二。N , 。N )M + 告(二 · 、(M一)扩, 。、)M 一告(v · 寸, 。、)M
: e、 2 }.、甘一 、(M一)甘}一,一 , : !目N .}、+ 告,.二 · (寸 一 。(M一 )寸)}一,一 , ·}一 !、·
我们得
(。 一 e N Z I}肠寸一 寸N 一r。, O ,。 一 。、)一l: N 一{、
三 e l}寸一 寸、 }}。 + 。 I}。 一 助。 }l。 + e Ilv (。 一 助。)}I, + 11, 一 。、 }I。 , (3 . 7 )
这里 c 依赖于 1, 场。 10 , co, 。 和 1寸}!。,嘶 。 . 在 (3. 7 ) 中用 (2 . n ) 以及标准的逆不等式即得
(3
.
3)
.
注 3. 1 一般情况下 , (3. 4 )右边第一项与第二项相比要小 . 但我们可以选取 M 足够大以使第二项也同样很小 . 注意到若取 M 一 譬 , 那么 }!场寸一 Iz( M 一、)甘1。, _ , 。 一 。
事实上 , 对于 M 全譬 , C ol loc at io n 方法等价于 G al er ki n 方法 , 后者的稳定性和收敛性结
果 已被证 明 [’] .
互4 . 整 体 稳 定 性 和 收 敛 结 果
我们 引进二维 E u ler 发展方程 的一阶时间离散 : △t 表示时间步长 , a = l/ △t,
: 。 一 二△ : . 设 寸几 和 。几 , 计算 寸几+ ‘, 即解方程
。(寸n + ‘一 寸。 ) + 。几 八寸n + , + v 尸 n + ‘ 一 了n + , , v . 寸n + ‘ 一 。, 在。内, (4 . 1 )
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而 。”+ l 则由下面的方程计算得到
。(田n + ‘ 一 、n ) + (寸介+ ‘ · 、)。n + ‘ 一 。tir l了n + , , 在。内. (4 . 2 )
易见 (4 . 1), (4 . 2 )可整理成 (2 . 1 ), (3 . 1 ) 的形式 .
本节的目的就是证明基于方程 (4 . 1 ), (4 . 2 ) 的 C o l o e at io n 逼近 (2 . 4 ), (3 . 2 ), 当准确解寸, p 和 。 充分光滑时的收敛性 . 具体地说 , 我们假设
寸和寸: 。 e o ([o , T ];万二(n ), ), 只 。 和。 : 。 c o ([o , T] ;万 , + ‘(。)). (4 . 3 )
我们能够容易地证明 , 利用定理 : .2 , 3 . 1 中用到的方法 , 并设 了= 了。+ ‘ + 。寸。 , , 二
e u r l了几+ , + 。。 n , 下面的估计式成立 -
!I丑、寸(: 。十 l )一 寸扩‘1IN
三 }l丑、寸(: 。 )一 甘又11、 + e △ : 11场。(t。) 一 。又11。 + o (△ : , )
+ e (}I田I}O ;。 , 。 + 11甘!Ico ;。 , 。 + }一寸: l一co ;二 ,。 + l一尸 }Ico ;二十 1 , 。 )△ :万一 ,
(z 一 e △卜 e △亡N ‘一I丑、寸(: 。十 1 )一 甘扩’1IN )I一肠。(:。十 1 )一 。扩‘11二
(4
.
4 )
: }l场田(: 。)一 ‘又11。 + e △ : 11丑、寸(: 。+ l)一 寸扩’一、 + o (△, , )
+ e (!一。1Ico ;_ + 1 , 。 + I一寸110 ;二 , 。 + l}。 : l!O ;m , 。)△ :万一 (4 . 5 )
这里我们 已经假设 M 足够大 , 使得 占N 三 C , 下面的引理 已在 !7」中证明 .
引理 4. 1 设 {% } , {b衬 是两个正序列 , 满足递推关系
a 。+ l 三a 。 + C △tb。 + :犷, (4 . 6 )
(i 一 C △t 一 C△ :N 4 a 。+ 1 )b。+ l 三b。 + C △t a 。+ 1 + 。瑟, (4 ‘ 7 )
这里 {: r}, {右 } 为两给定序列 , 满足 : 饰 < T / △t,
: 全三 e △tN 一 m + o (△tZ ), 。瑟三 e △t万一 , + o (△tZ) , (4 . 5 )
这里 。 为给定正整数 , 并设 m 充分大 (至少天于 4 ). 假如 a 。 三 c 1N 一 m , b。 三汤N 一 m , 那
么对于任意 二 , 。 + 1 三 T / △艺, 下面的估计式成立
a 。+ 1 + b。+ ; 兰Ca (a 。 + b。 + N 一爪 + O (△t)). (4 . 9 )
在 (4. 4卜(4. 5 )中应用引理 4 . 1 . 取
a 。 一I丑、寸(: 。 )一 寸升11、 , 。。 一 l}助。(‘。 )一 。资}}。 ,
:犷= C △tN 一m + o (△ : 2 ), : 瑟= C △tN 一爪 + O (△ tZ ),
这里 e 依赖于 l}。一Ico ;二 + : , 。 , l一田: l{co ;二十 l , 。 , 1寸:一10 ;二 , 。 , 一I寸l}co ;二 , 。 , I}尸1Ico ;。+ 1 , 。 . 显然
(4
.
4卜(4 . 5 )可写成 (4 . 6卜(4 . 7 ) 的形式 . 我们从引理 4 . 1 推得下面的稳定性和收敛结果 .
定理 4 . 1 假设存在一个足够大的正整数 二 , 使得 E ul er 方程的解满足 (4. 3 ) 式的假设 ; 设 寸N , 场 , 。N 是离散问题 (2. 4 ) 和 (a .2 ) 的解 , 那么下面的估计式对所有的 。 ,
” 三 T / △t , 成立
一!寸(: 。 )一寸又一I、 + 一l。(: 。)一 。又11。 、e lr甘(o)一寸失一I、 + e l一。(o)一 。又11、 + e万一 + o (△ : ),
这里常数 e 独立于 万 和 △艺, 但与 T 及 l一。一co ; , 十 1 , 。川。川co ;。 + 1 ,。川寸: 1Ico ;二 , 。 , rl寸}10 ;。 , 。 ,
lIP !}O
;。+1, 。 有关 , 这里 寸(0 ), 。(0 )是初始条件 , 而 寸失, 、失是初始迭代数据 .
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